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Résumé 

Différents manipulateurs parallèles sont comparés selon leur simplicité ainsi que leur espace 
de travail avec le but d'en trouver un qui peut être monté sur une machine-outil à trois axes 
pour la rendre une machine à six axes.
Pour le manipulateur sélectionné a une cinématique RR-REPR, contenant un joint planaire. 
Pour ce manipulateur, les performances cinématiques sont développées et les singularités 
identifiés. La computation de l'espace de travail montre que tous les vecteurs d'outil d'en haut 
de la  table  sont  permis et  qu'il  n'inclus aucune des singularités et  points  instables de la 
géométrie.  Finalement,  un prototype en bois  est  fabriqué pour  avoir  une visualisation du 
résultat meilleure. 

Abstract

In order to develop a rotating table that can be mounted on an existing milling machine and 
allows  operation  at  high  speed,  different  parallel  manipulator  geometries  are  compared 
regarding simplicity as well as workspace. For the chosen geometry, which is featuring two 
parallel kinematic chains, of which one contains a planar joint, connecting the base to the 
end-effector,  the  kinematic  performances are  developed  and  singularities  identified. 
Computation of the workspace shows that it allows almost all tool vectors that origin from 
above the table surface and does not include any of the singularities or unstable orientations 
of the geometry. Finally a wood-prototype is made in order to better visualize the results.
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1. Introduction

Des machines-outils  à trois axes, ayant  trois degrés de liberté,  peuvent positionner l'outil 
dans toutes les directions de l'espace, mais ils ne sont pas capables d'orienter son axe par 
rapport au pièce. Cette orientation doit être fait par le placement du brut. Pour une ou deux 
orientations  ce  n'est  pas  critique  mais  pour  des  géométries  qui  nécessitent  plusieurs 
directions de l'outil, par exemple un cylindre avec des trous sur la face du cylindre, distribues 
autour de l'axe, ce repositionnement manuel prend beaucoup de temps. 
Traditionnellement des table rotatives à cinématique sérielle sont utilisés pour ajouter des 
axes supplémentaires à la machine.
Le problème des tables à cinématique sérielle est que les moteurs, à partir de la deuxième 
membrure,  se  bougent  avec  la  table,  ce  que  augmente  l'inertie.  Une  inertie  élevé  fait 
nécessaire des structures plus solides. Surtout pour l'usinage à grand vitesse c'est critique. 
Le résultat sont des tables qui nécessitent des grandes moteurs qui occupent beaucoup de 
l'espace. 
Une solution à ce problème sont les cinématiques parallèles. Leur chaînes cinématiques sont 
plus  courtes  et  les moteurs  peuvent  être  montés directement  sur  la  base,  ce  que réduit 
l'inertie  énormément.  Les  dernières  années plusieurs  types des machines à  cinématique 
parallèle ont été développés. Mais la plupart, comme le Hexaglide [7] ou le Hexapod [6], sont 
des machines complètement nouvelles. À partir d'autres problèmes reliés à ces nouvelles 
machines, surtout des petites ateliers n'ont pas les ressources financières pour remplacer 
leur machines existantes. 

Ce travail fait l'étude sur la possibilité de construire une table rotative à cinématique parallèle, 
qui peut être montée sur la table des machines à trois axes existantes, pour leur ajouter des 
axes. La cinématique parallèle ferait les changements d'orientation à haute vitesse possibles, 
pendant que l'utilisation des mécanismes existantes réduirait les coûts.
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2. Cahier des Charges

Pour être monté sur une table d'une machine-outil existant, les dimensions extérieures de la 
table rotative doivent rester dans certains limites. En même temps, il  est désirable que la 
dimension du brut qui peut être monté sur la table rotative soit le plus grande possible. 
Ces paramètres ainsi que quelques autres contraintes sont décrit dans le cahier de charge, 
qui serve comme référence pour la table rotative à développer.

Le cahier de charges

• Dimensions minimale du brut: min150x150x150mm

• Dimension extérieure: max 600x600x600mm

• Rotation minimale autour de deux axes: min 90°

• Forces tolérées: min 20N sans défections significatives

• Précision rotative: min 0.5°

• Précision de position: min 0.1mm

• Centre de rotation sur ou au dessus de la table

• Usinage à grande vitesse (but 1m/s)
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3. Différentes géométries proposés

Plusieurs propositions de géométries pour une table rotative à cinématique parallèle ont déjà 
été développées à l'École Polytechnique et ailleurs. Dans une première étape celles-ci sont 
présentées et analysées.

3.1 Le robot double-triangulaire sphérique 3-PRP

Possibilités de rotation:
Rotation A: ≈ +-50° (Estimation)
Rotation B:≈ +-50° (Estimation)
Rotation C:≈ +-20° (Estimation)

Joints:
Rotatif: 3

Prismatique: 6

Sphérique: 0

Universel: 0

Idée selon: Mohammadi Daniali [5]

La géométrie du robot double-triangulaire sphérique consiste en trois chaînes cinématiques 
parallèles, dont chacune possède un joint prismatique, articulé selon une courbe de la base, 
d'un joint rotatif passive et d'un joint prismatique passive.

La structure semblé à être robuste est n'a pas de problèmes d'obstruction. L'espace de travail 
semble à être hémisphérique. En plus le point de rotation ce trouve, comme désiré au dessus 
de l'effecteur.

Par contre, les amplitudes de rotation possibles sont loins d'être proche de celles spécifiés au 
cahier de charges et la géométrie est très complexe, ce que la rend impossible à produire 
avec des moyens simples.
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Figure 2: La cinématique du du robot double-
triangulaire sphérique 3-PRP

Figure 1: Image CAD du robot double-triangulaire 
sphérique 3-PRP



3.2 Le manipulateur RR-RPR

Possibilités de rotation:
Rotation A: +-90°
Rotation B: +60°/-90+
Rotation C: 0°

Joints:
Rotatif: 4*

Prismatique: 1

Sphérique: 0

Universel: 0

Idée selon: Luc Baron [11]

La géométrie  RR-RRR est construit par deux chaînes cinématiques. La première (celle en 
bleu à l'image CAD, nommé A dans la cinématique) connecte la base et l'effecteur avec deux 
joints rotatifs, dont celui attaché à la base est articulé et l'autre est passive. La deuxième 
chaîne (B) fait la connexion via un joint rotatif articulé, un joint prismatique et un joint rotatif 
passive.

Ce qui concerne les possibilités de rotation, cette géométrie est beaucoup plus performante. 
Elle atteint dans une direction les +-90° complets, et dans une autre environ +60°/-90°. Le 
centre de rotation ce trouve, comme désiré au dessus de la table et l'espace de travail estimé 
est presque hémisphérique (Il y a une collision entre le membrures en bleu et en vert).

Du point  de  vue de fabrication,  la  rainure,  le  glisseur  du  joint  prismatique  ainsi  que les 
grandes rayons sont problématiques. 

* Les joints doubles sont comptés comme un seul joint.
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Figure 3: Image CAD du manipulateur RR-RPR

Figure 4: La cinématique du manipulateur RR-RPR



3.3 Le manipulateur sphérique 3-RRR

Possibilités de rotation:
Rotation A: ≈ 180° (Estimation)
Rotation B: ≈ 180° (Estimation)
Rotation C: ≈ 20° (Estimation)

Joints:
Rotatif: 9

Prismatique: 0

Sphérique: 0

Universel: 0

Idée selon: C. Gosselin [2]

Ce manipulateur est fait de trois chaînes cinématiques à trois joints rotatifs, dont les axes 
sont coïncidentes au centre de rotation, ce que laisse glisser l'effecteur dans une sphère 
imaginaire. Le moteurs se trouvent au premier joint rotatif de chaque chaîne. Le centre de 
rotation est situé au dessus de l'effecteur. L'amplitude des rotations dépend aux dimensions 
des membrures utilisés et l'espace de travail est hémisphérique.
Les plus grandes problèmes avec cette topologie sont les obstructions entre le membrures et 
une géométrie de pièce trop compliquée pour la fabrication avec des machines simples.

Différents applications, telle que « L'oeil agile » [4] et « SHaDe » [9] ont été déjà été réalisées 
en utilisant cette topologie.

Une synthèse plus profond peut être trouve dans la thèse de maîtrise de M. Sabsaby [8].
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Figure 6: La cinématique du manipulateur sphérique 
3-RRR

Figure 5: Image CAD du manipulateur sphérique 3-
RRR



3.4 Le manipulateur RR-RRR

Possibilités de rotation:
Rotation A: +-90°
Rotation B: +60°/-90+
Rotation C: 0°

Joints:
Rotatif: 5*

Prismatique: 0

Sphérique: 0

Universel: 0

Idée selon: C. Gosselin 

Cette géométrie est relié au manipulateur RR-RPR. Comme celui, une chaîne (A) consiste en 
deux joints rotatifs dont un est articulé. L'autre chaîne (B) par contre utilise, au lieu d'un joint 
prismatique, trois joints rotatifs. La performance devrait elle aussi être comparable du point 
de  vue des angles  de rotation maximales  ainsi  que des problèmes de collision entre  la 
membrure en bleue et celle en vert. En plus il est prévisible que si une des membrures se 
trouve à une position de 90°, l'autre est bloqué.
Le centre de rotation se trouve dans la configuration illustrée un petit peu au dessous de la 
surface  de  la  table,  mais  il  est  facilement  à  voir  qu'il  pourrait  être  placé  plus  haut  en 
connectant les chaînes avec une suspension à la table au lieu de les insérer directement.
Comme  il  n'y  a  pas  de  glisseur,  la  structure  est  plus  facile  a  fabriquer  que  celle  du 
manipulateur RR-RPR, mais le problème des grandes rayons reste. 

* Les joints doubles sont comptés comme un seul joint.
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Figure 8: La cinématique du manipulateur RR-RRR

Figure 7: Image CAD du manipulateur RR-RRR



3.5 Le manipulateur RR-RR

Possibilités de rotation:
Rotation A: +-90°
Rotation B: +-90°
Rotation C: 0

Joints:
Rotatif: 4*

Prismatique: 0

Sphérique: 0

Universel: 0

Idée selon: Stefan Bracher

Ce  manipulateur  est  basé  sur  l'idée  de  modifier  la  structure  RR-RRR pour  enlever  le 
problème de collision  entre  deux membrures.  Les  collisions  sont  bien  enlevées mais  on 
même temps l'espace de travail est réduit à deux demi cercles, parce que en enlevant le 
troisième  joint  de  la  deuxième  chaîne,  un  mouvement  de  rotation  combiné  devient 
impossible.
La  géométrie  est  alors  trop  limitée  pour  le  projet  mais,  peut  être  utilisable  dans un  cas 
spécifique.

* Les joints doubles sont comptés comme un seul joint.
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Figure 10: La cinématique du manipulateur RR-RR

Figure 9: Image CAD du manipulateur RR-RR



3.6 Le manipulateur hybride R-rR top

Possibilités de rotation:
Rotation A: -
Rotation B: sans limites
Rotation C: sans limites

Joints:
Rotatif: 2*

Prismatique: 0

Sphérique: 0

Universel: 0

Idée selon: Stefan Bracher

Le manipulateur  hybride  R-rR top  est,  comme le  nom le  dit,  une idée ne pas purement 
parallèle, comme il y a seulement une chaîne géométrique, mais deux chaînes de couple.

Le problème d'inertie des moteurs est enlevé parce qu'ils se trouvent tous directement sur la 
base. L'idée est de construire deux axes concentriques pour articuler  R et  r. La table peut 
être pivoté par la première articulation R de la membrure en turquoise, A, et rôti par une roue 
dentée (en rouge), r, dont l'axe se trouve à l'intérieur de l'axe pour pivoter la table.

Le  résultat  est  une  table  rotative  qui  peut  se  tourner  sans  limites  dans  deux  directions. 
Aucune collision ni singularité est attendu. 

Le problème se trouve au niveau de la fiabilité. Les roue dentées sont normalement évitées 
pour des machines-outils à cause des problèmes de jeu. Mais  ceux-ci pourraient être résolus 
dans  la  géométrie  présent,  en  doublant  l'articulation  de  façon  symétrique.  Deux  roues 
dentées articulées par deux moteurs indépendants mais connecté à un seul part, peuvent se 
bloquer en forçant des mouvements dans les directions opposées. Le jeu pourrait alors être 
contrôlé.

* Les joints doubles sont comptés comme un seul joint.
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Figure 12: La cinématique du manipulateur hybride R-
rR top

Figure 11: Image CAD du manipulateur hybride R-rR 
top



3.7 Le manipulateur hybride R-rR bottom

Possibilités de rotation:
Rotation A: -
Rotation B: sans limites
Rotation C: sans limites

Joints:
Rotatif: 2*

Prismatique: 0

Sphérique: 0

Universel: 0

Idée selon: Stefan Bracher

La géométrie précédent a un centre de rotation au dessous de la table. La variante  R-rR 
bottom est complètement identique du point de vue de l'idée sauf que les roues dentées sont 
placées à la surface de la table, ce que place le centre de rotation au dessus de la table.

Le problème pratique d'une articulation par le haut est le risque de blocage des dents avec du 
matériau usiné. Une solution pour protéger les dents devraient alors être trouvée.

* Les joints doubles sont comptés comme un seul joint.
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Figure 14: La cinématique du manipulateur hybride R-
rR bottom

Figure 13: Image CAD du manipulateur hybride R-rR 
bottom



3.8 Le manipulateur redondant 4-SPS-S

Possibilités de rotation:
Rotation A: < 90°/ > -90°
Rotation B: <90° / > -90°
Rotation C: 135° / -135°

Joints:
Rotatif: 0

Prismatique: 4

Sphérique: 9

Universel: 0

Idée selon: Vincent Hayward et Ronald Kurz [3]

L'effecteur de ce manipulateur est directement connecté à un point de la base avec un joint 
sphérique. Ce point est alors le centre de rotation. L'articulation est fait par quatre chaînes 
dont chaque possède un joint prismatique articulé entre deux joints sphériques passives.

Selon V. Hayward et R. Kurz [3] l'utilisation de quatre articulations au lieu de trois a l'avantage 
d'éliminer des singularités ainsi que de donner la possibilité de contrôler les forces internes.
En plus Hayward et Kurz écrivent que le nombre des singularités peut être réduit à une, celle 
quand la table est à la verticale, si on groupe les joints sphériques connectant les chaînes 
d'articulation à la base en pairs. 
Bien que des joints sphériques doubles nécessaires existent [10], une réalisation d'une telle 
structure optimisé semble difficile. 
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Figure 16: La cinématique du manipulateur redondant 
4-SPS-S 

Figure 15: Image CAD du manipulateur redondant 4-
SPS-S



3.9 Le manipulateur 3-RUS-S

Possibilités de rotation:
Rotation A: ≈ -85°/ 85° (Estimation)
Rotation B: ≈ -85°/ 85° (Estimation)
Rotation C: ≈ -85°/ 85° (Estimation)

Joints:
Rotatif: 3

Prismatique: 0

Sphérique: 4

Universel: 3

Idée selon: Jean-Pierre Merlet [1]

Le manipulateur  3-RUS possède trois  chaînes cinématiques 
ainsi  qu'un  lien  directe  entre  le  support  et  la  table.  Le  lien 
directe,  réalisé  par  un  joint  sphérique  définit  la  position  du 
centre de rotation ainsi que la position de l'origine de la table. 
L'orientation change selon les postures des trois chaînes qui 
sont constituées d'un joint rotatif articulé, un joint universel et 
un joint sphérique.

Le  possibilités  de  rotation  dépendent  des  dimensions  des 
membrures, mais, à cause du joint entre le support et la table, 
ne peuvent pas atteindre 90°.

16

Figure 18: La cinématique du manipulateur 3-RUS-S

Figure 17: Image CAD du manipulateur 3-RUS-S

Figure 19: Le joint universel (ou 
joint de cardan)



3.10 Le manipulateur 3-PUS-S

Possibilités de rotation:
Rotation A: ≈ -85°/ 85° (Estimation)
Rotation B: ≈ -85°/ 85° (Estimation)
Rotation C: ≈ -85°/ 85° (Estimation)

Joints:
Rotatif: 0

Prismatique: 3

Sphérique: 4

Universel: 3

Idée selon: Jean-Pierre Merlet [1]

Pour le manipulateur 3-PUS-S, les joint rotatifs articulés du manipulateur précédente ont été 
remplacés par des joint prismatiques. Encore une fois une inclinaison de plus de 90° est 
impossible à cause du lien directe entre la table et le support qui est essentiel pour que le 
manipulateur ne soit pas sous-contraint.
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Figure 21: La cinématique du manipulateur 3-PUS-S

Figure 20: Image CAD du manipulateur 3-PUS-S



4. Choix d'une topologie

Avec le critère du cahier de charges que le centre la rotation doit ce trouver au dessus de la 
table, et la limitation sur des géométries purement parallèles, les choix possibles se limitent 
déjà.  En éliminant les géométries compliquées à fabriquer et avec espace de travail  très 
réduit, il restent que les manipulateurs RR-RPR et RR-RRR. (Mon manipulateur préféré serait 
été le manipulateur R-rR top, mais celui n'est pas purement parallèle.)

4.1 Comparaison directe entre les manipulateurs RR-RPR et RR-RRR

RR-RPR RR-RRR

Rotation A: +-90°
Rotation B: +60°/-90+

Rotation A: +-90°
Rotation B: +60°/-90+

Problèmes Problèmes

Collision entre les 
membrures A (en 
bleu) et B1 (vert).

Collision 1 entre la 
membrure A (en bleu) 
et B2 (celle en 
orange)
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Figure 23: La cinématique 
du manipulateur RR-RPR

Figure 25: La cinématique 
du manipulateur RR-RRR

Figure 24: Image CAD du 
manipulateur RR-RRRFigure 22: Image CAD du 

manipulateur RR-RPR

Figure 26: Collision du 
manipulateur RR-RPR

Figure 27: Collision 1 du 
manipulateur RR-RRR



RR-RPR RR-RRR

Singularité 1: 
L'articulation de la 
membrure B1 (vert) 
n'a aucune influence 
sur la table si son axe 
de rotation est 
coïncident avec celle 
de du joint entre le 
glisseur et la table. 

Collision 2 entre les 
membrures A (bleu) 
et B1 (vert) et 
obstruction de la 
pièce par la 
membrure en A.

Singularité 2: 
Perte de contrôle sur 
la table si la 
membrure B1 (en 
vert) et A (en bleue) 
sont perpendiculaire. 
(La table peut glisser 
librement dans B1) 

Singularité: 
l'articulation de la 
membrure B1 (vert) 
n'a aucune influence 
sur la table si l'axe de 
rotation de la 
membrure B1 est 
coïncident avec celle 
du joint entre la 
membrure B2 (en 
orange) et la table.

4.2 Décision

Comme  déjà  constaté  avant,  les  deux  géométries  sont  très  similaires.  Mais  comme  le 
manipulateur RR-RPR montre moins de problèmes de collision facilement visibles, c'est cette 
géométrie que va être étudié plus en détail, même si elle est plus compliquée à fabriquer.

4.3 Améliorations – Le manipulateur RR-RER

Une  premier  amélioration  peut  être  fait.  En  introduisant  un 
décalage  dans  la  membrure  B1  (en  vert)  le  problème  de 
collision est résolu et la rotation de la membrure B1 s'agrandit à 
+90°/-90+.

Une autre chose qu'on se rend compte est que la hauteur de la 
table est complètement définit par la chaîne cinématique formé 
de la membrure A (en bleue). Le glisseur dans l'autre chaîne ne 
faut alors pas être un joint  prismatique, parce que le contact 
avec le fond de la rainure n'est pas nécessaire. Un joint planaire 
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Figure 29: Collision 2 du 
manipulateur RR-RRR

Figure 31: Singularité du 
manipulateur RR-RRR

Figure 30: Singularité 2 du 
manipulateur RR-RPR

Figure 28: Singularité 1 du 
manipulateur RR-RPR

Figure 32: Le manipulateur RR-
RER



est alors suffisant.

4.4 Nomenclature du manipulateur RR-RER

À  fin  de  pouvoir  analyser  la  géométrie  de 
façon  efficace,  il  est  nécessaire  de  bien 
nommer  le  membrures  est  d'introduire 
quelques vecteurs de direction.

La membrure qui constitue la première chaîne 
cinématique  (BB-R-R-EE),  est  appelé  A.  Le 
joint  rotatif  articulé  la  connectant  à  la  base 
tourne autour de l'axe u1=x0  avec l'angle 1 . La direction la liant à la table est v1=y t .

L'autre chaîne (BB-R-E-R-EE) est construit du joint rotatif articulé (angle 2 ) avec l'axe 
u2=y0 , qui connecte la membrure B1 à la base, le joint planaire liant B1  à B2  et finalement 
le joint rotatif inarticulé autour de l'axe v2=zt , fermant la chaîne. 

En plus un vecteur perpendiculaire à la plaine du joint planaire w2  est introduit:

w2=  cos 2
0

−sin20

(Eq. 4.4.1)

L'orientation de la table est défini par les vecteurs v2  
et  v1 . Pour  1=0  et  2=0 , la table est horizontale 
avec son surface vers le haut. 
Tous  les  vecteurs  sont  des  vecteurs  unitaires  et 
s'intersectent au centre de rotation de la table.
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Figure 33: La cinématique du manipulateur RR-RER

Figure 34: RR-RER: Noms des membrures Figure 35: RR-RER: Noms des membrures 

Figure 36: RR-RER: Systèmes de 
coordonnées et vecteurs



5. Analyse de la géométrie choisit 

5.1 La statique

Un mécanisme peut être soit  sous-contraint,  iso-statique ou hyperstatique. Sous contraint 
veut dire qu'il y a trop des degrés de liberté disponibles et que le mécanisme peut tomber à 
part. L'iso-statique est le cas optimal: Ne que les mouvements voulus sont possibles et il y 
que les contraintes nécessaires dans la structure. Le dernier cas est l'hyperstatique, que a 
plus de contraintes que nécessaires. Dans la théorie, tous les dimensions sont exactes, aloes 
ce n'est  pas un problème, mais vu qu'il  n'est pas possible de fabriquer des joints et  des 
membrures sans tolérances, le mouvement d'une structure hyperstatique peut être bloqué.

5.1.1 Équation de Grübler

Une possibilité de déterminer la statique est l'équation de Grübler. Dans sa version deux-
dimensionnelle, cette équation est bien prouvée et donne des résultats excellentes . Pour des 
structures trois-dimensionnelles, plusieurs variantes de l'équation peuvent être trouvées et le 
calcul ne donne pas toujours des résultats correctes. Mais comme premier indication sur la 
statique on va quand même l'appliquer.

La forme 3D de l'équation utilisée est:

DOF=M∗MDOF− J∗[6−J DOF]

Avec: 
DOF=Degrés de liberté. Sous-contraint: DOF<0

Iso-statique: DOF=0
Hyperstatique: DOF>0

M=Nombre de membrures qui bougent

MDOF = Degrés de liberté de la membrure

J=Nombre de joints

J DOF = Degrés de liberté du joint

(Eq. 5.1.1.1)
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Pour la structure choisit on a:

Membrures Degrés de libertés

A 6

B1 6

B2 6

EE 6

M∗MDOF 24

Joints Degrés de libertés

BB−R−A 1

A−R−EE 1

BB−R−B1 1

B1−E−B2 3

B2−R−EE 1

J∗[6−JDOF] 23

Alors: DOF=M∗MDOF− J∗[6−J DOF]=1
(Eq. 5.1.1.2)

Selon l'équation de Grübler le mécanisme est alors hyperstatique.

5.1.2 Analyse de contraintes

Aussi  du  point  de  vue  des  contraintes,  la  faisabilité  du 
mécanisme telle qu'il  est  proposé est en doute. Comme déjà 
mentionné avant, la hauteur de la table est complètement définit 
par la membrure A. En fait, si on coupe la chaîne (BB-R-E-R-
EE),  la  table  aurait  que  deux  degrés  de  liberté,  la  rotation 
contrôlé  autour  de  u1  et  la  rotation  libre  autour  de  v1 .  La 
deuxième  chaîne  n'a  comme  fonction  que  de  mettre  cette 
rotation libre sous contrôle. Mais le joint planaire utilisé impose 
trois contraintes, deux contraintes de rotation et une contrainte 
de  position.  Le  joint  rotatif  autour  de  v2  libère  la  rotation 
supplémentaire mais il reste une contrainte de position inutile, 
qui,  avec  le  moindre  erreur  de  fabrication  bloquera  le 
mécanisme. 

5.1.3 Une solution iso-contraint: Le manipulateur RR-REPR

La solution serait de modifier la chaîne (BB-R-E-R-EE) telle qu'elle 
impose  que  une  contrainte  perpendiculaire  entre  w2  et  v2 . 
Malheureusement  un  joint  « perpendiculaire »  n'existe  pas.  Une 
possibilité serait d'ajouter des degrés de liberté en insérant un joint 
prismatique entre le joint planaire et le joint rotatif. 

Pour les calculs qui suivent il est supposé qu'une telle modification à 
été fait et que ne que la contrainte perpendiculaire est transmis de la 
deuxième chaîne.
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Figure 37: Le manipulateur RR-
RER

Figure 38: Ajout d'un joint  
prismatique



5.2 Modèle géométrique inverse

Pour savoir les angles liées à une certaine orientation de la table, le modèle géométrique 
inverse doit être élaboré. Étant une cinématique parallèle, le modèle inverse est simple:

v1  est définit directement par 1

v10 =  0
cos 1
sin 1 0

(Eq. 5.2.1)

Alors 1 peut être trouvé avec:

1=atan2 
v10 3
v10 2



(Eq. 5.2.2)
Définit par le joint « perpendiculaire », v2 doit toujours rester en 
parallèle avec le plan du joint planaire, alors:

2=atan2
v20 1
v20 3



(Eq.5.2.3)

Contrairement à l'équation 5.2.2, l'équation 5.2.3 peut devenir indéfini, parce que v20 1  et 
v20 3  peuvent  prendre  une  valeur  de  zéro  en  même  temps  si  v2=y0

.  Ce  problème 
mathématique représente la singularité déjà trouvée sous le point quatre, soit que dans la 
position  v2=y0

,  2  peut  prendre  n'importe  quelle  valeur  sans  avoir  une  influence  sur 
l'orientation de la table. Une liste complet des singularités trouvées sera présentée dans la 
section 5.5.
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Figure 39: Le plan yz

Figure 40: Le plan xz



5.3 Modèle géométrique directe

5.3.1 L'algorithme du modèle géométrique directe

Le modèle géométrique directe est plus compliqué et ne peut pas être résolu avec une simple 
équation, l'utilisation d'un algorithme est nécessaire.

v1  a déjà été trouvé dans l'équation 5.2.1. Il faut alors trouver v2 :

Pour v2  plusieurs contraintes sont connus:

(a): v2⊥ v1 v2⋅v1=0
(b): v2⊥w2 v2⋅w2=0
(c): ∣v2∣=1

La solution de ce système d'équations donne:

Pour v20 3≠0 :

v20 =  tan 2 v20 3
− tan1 v20 3

v20 3 
0

(Eq. 5.3.1.1)
avec

v20 3=± 1
1tan 1

2tan 2
2

Mais  dans  le  cas  que  v20 3=0 ,  la  solution  dépend  de  l'orientation  de  v1  et  l'ancien 
orientation de v2 :

Pour v20 3=0  et v1≠±z0  seulement la solution avec v2  coaxiale avec x0 est possible:

v2=±x0

(Eq. 5.3.1.2)

Pour v1=±z0  par contre, la solution devient encore plus compliquée:

Pour v20 3=0 , v1=±z0  et 2≠±90o :

v2=±y0

(Eq. 5.3.1.3)
est la solution du système. 
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Pour v20 3=0 , v1=±z0  et 2=±90o , théoriquement les deux solutions v2=±y0  et  v2=±x0

sont possibles.  Mais comme il  est  improbable que la géométrie saute de 90 degrés d'un 
moment à l'autre, la solution peut être trouvée en regardant l'ancien position de v 2 , parce que 
la posture étant plus proche est plus probable. 

Alors pour v20 3=0 , v1=±z0 , 2=±90o  et ∣v21 t− t ∣∣v22 t− t ∣ :

v2 t =±y0

(Eq. 5.3.1.4)
et pour v20 3=0 , v1=±z0 , 2=±90o  , et ∣v21 t− t ∣∣v22 t− t ∣ :

v2 t =±x0

(Eq. 5.3.1.5)

Il faut être mentionné que la solution 5.3.1.5 est instable, parce que avec la coaxialité entre 
w2  et v1 , le système à un dégré de liberté incontrôlable.

Malheureusement  les équations 5.3.1.1-5.3.1.5 contiennent  toujours  deux solutions.  Il  est 
nécessaire de calculer l'angle =anglev2t , v2t− t   pour les deux possibilités. Comme, 
encore une fois, il peut être attendu qu'il n'y ait pas des grandes sautes dans la géométrie 
réale, l'angle qui est le plus petit doit être la solution. 

Finalement, avec les deux vecteurs obtenus, le système de coordonnées de la table peut être 
construit.
x t=zt×y t , yt=v1 , zt=v2

(Eq. 5.3.1.6)
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5.3.2 Analyse de performance

Pour faire une analyse de performance, un programme MATLAB® qui calcule la solution du 
modèle géométrique directe pour tous les combinaisons angulaires a été écrit.  Comme la 
solution est dépendant  ne pas seulement  des angles actuels,  mais aussi  de l'histoire du 
mouvement, l'implémentation a été fait en deux manières:

1. 1  en premier:  1  prend la rôle de  a  (
2=b ) du schéma à la droite

2. 2  en premier:  2  prend la rôle de  a  (
1=b ) du schéma à la droite

Pour la visualisation des résultats, v21, 2, 3  est affiché en fonction de 1  et 2

pour les deux manières d'opération.
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Figure 41: L'algorithme utilisé pour 
l'analyse du MGD



1 en premier 2 en premier 

v21

v22

v23
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Figure 46: v2(3) en mode theta1 en premier Figure 47: v2(3) en mode theta2 en premier

Figure 44: v2(2) en mode theta1 en premier
Figure 45: v2(2) en mode theta2 en premier

Figure 42: v2(1) en mode theta1 en premier Figure 43: v2(1) en mode theta2 en premier



5.3.3 Les résultats de l'analyse

La  dépendance  de  la  séquence  du  mouvement  ainsi  que  de  la  position  peut  bien  être 
observée.

Par exemple: En tournant 1  en premier à +-90 degrés, la table est mis dans la position dans 
laquelle 2  n'a pas d'influence, mais si l'angle 1  n'a pas été exactement à +-90 degrés, un 
changement en 2  a un effet énorme sur la posture. Pour une amplitude de 1  un petit peu 
plus petit que 90 degrés la valeur de v21=1  pour 2=90o , pendant que pour un angle un 
peu plus grand que 90 degrés, v21=−1  pour 2=90o .

En fait en regardant les figures produites, on se rend compte que tous les positions avec des 
angles  d'une  multitude  de  90  degrés  sont  spéciales.  Pour  1=90o/ 270o , 90o≤2≤270o  et 
90o≤1≤270o ,2=90o/ 270o , la solution pour les deux façons d'opération sont complètement 
différentes.
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Figure 48: Singularité: Theta2 n'a aucune influence



5.4 La matrice Jacobienne

L'orientation de la table est complètement contrainte avec les trois équations de fermeture 
(« closure equations ») suivantes:

(1) v2⊥w2⇒v2⋅w2=0
(5.4.1)

(2) v1⊥v2⇒v1⋅v2=0
(5.4.2)

(3) v1⊥u1⇒ v1⋅u1=0
(5.4.3)

Similaire à [2], le Jacobien est calculé en dérivant ces équations:
d v2⋅w2

d t
= v̇2⋅w2v2⋅ẇ2=0

(5.4.4)
d v1⋅v2

d t
=v̇1⋅v2v1⋅v̇2=0

(5.4.5)
d v1⋅u1

d t
=v̇1⋅u1=0

(5.4.6)
En plus il est connu que: 
v̇2=×v2

(5.4.7)
v̇1=̇1 u1×v1

(5.4.8)
ẇ2=̇2 u2×w 2

(5.4.9)

L'insertion des équations 5.4.7 et 5.4.9 en 5.4.4 donne:
u2×w 2⋅v2 ̇2=w2×v2⋅

(5.4.10)
Et les équations 5.4.7 et 5.4.8 dans 5.4.5:
u1×v1⋅v2 ̇1=v1×v2⋅

(5.4.11)
Pour la solution de l'équation 5.4.6, une autre relation de v̇1  est utilisé:
v̇1=×v1

(5.4.12)
Ce que donne:
u1×v1⋅=0

(5.4.13)
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L'équation 5.4.13 suggère une nouvelle règle pour  :

⊥u1×v1 : =[ 1
2

tan 12]
(5.4.14)

Comme la membrure A empêche toute rotation autour de u1×v1 , 5.4.14 peut aussi être 
justifié avec la géométrie.

Avec les équations 5.4.10,  5.4.11 et  5.4.14, les matrices A et B qui connectent la vitesse de 
rotation des joints articulés à la rotation de la table deviennent:

A [ ̇1

̇2
]=B : [ 0 u2×w2⋅v2

u1×v1⋅v2 0
0 0 ] ̇=[w2×v2

T

v1×v2
T

u1×v1
T ]

(5.4.15)

Mais pour l'application les Jacobiens combinés sont plus intéressants:

J ̇=
(5.4.16)

̇=J
(5.4.17)

Théoriquement ils peuvent être calculés à partir de l'équation 5.4.15 avec:
J=B−1 A

(5.4.18)
J=A−1 B

(5.4.19)
A l'exception de quelques singularités, le calcul de  J  ne pose pas de problèmes. Une 
solution  générale  de  J  par  contre  n'existe  pas,  parce  que  A,  étant  une  matrice 
rectangulaire, ne possède pas d'inverse. Comme l'équation 5.4.14 nous dit que ne pas tous 
les   sont possibles, aussi du point de vue géométrique un  J  générale ne peut pas 
exister, 

Mais en limitant le choix d'   aux  's possibles, x , l'équation (5.4.15) peut être ré-écrit: 

Ax ̇=Bxx : [ 0 u2×w2⋅v2

u1×v1⋅v2 0 ] ̇=[w2×v2
T

v1×v2
T ]⋅x

J
x =Ax−1Bx

(5.4.21)
peut alors être calculé, mais est seulement valide pour des x  admissibles.
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5.5 Singularités 

Attention doit être fait à toutes les orientations dans lesquelles A ou B perd un autre rang.

Pour A c'est dans les cas suivantes:
v2=±u2u2×w 2⋅v2=0

(5.5.1)
v2=±u1u1×v1⋅v2=0

(5.5.2)

Et pour B si:
v1=±w2w2×v2=±v1×v2

(5.5.3)
v2=±u1 v1×v2=±u1×v1

(5.5.4)
v2=±u1∧v1=±w 2w2×v2=±u1×v1

(5.5.5)

Dans les deux cas 5.5.1 et 5.5.2, A ainsi que Ax  ne possèdent pas d'inverse ce que rend la 
computation de J

x  avec l'équation 5.4.21 impossible. J  ne peux pas être calculé pour 
5.5.3-5.5.5.

Mais le fait  que le  calcul  directe n'est  pas possible  ne veut  pas dire  que ces Jacobiens 
n'existent pas. Pour les obtenir, il faut analyser le système directement.

Regardons ce que se passe exactement dans ses cas spéciales:

Cas v2=±u2  ou v1=±w 2∧v2≠±u1

Contrainte géométrique additionnel: v1=±z0

xx  admissibles xx=w2

Jacobien:

J
xx =[1 0 0

0 0 0 ] , J=[ 1 0
0 0

w 2⋅z0

u1⋅w2

0]
xx  pour xx  admissibles seulement

Singularités dans J : w2=±z0, v2=±u2, v1=±z0

Singularités dans J
xx : -

Perd de contrôle: w2=±z0, v2=±u2, v1=±z0
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Cas v2=±u1∧v1≠±w 2

Contrainte géométrique additionnel: w2=±z0

xx  admissibles xx⊥u1×v1

Jacobien:

J
xx =[1 0 0

0 1 0 ] , J=[1 0
0 1
0 tan 1]

xx pour xx  admissibles seulement

Singularités dans J : -

Singularités dans J
xx : -

Perd de contrôle: -

Cas v2=±u1∧v1=±w 2

Contrainte géométrique additionnel: w2=±z0

xx  admissibles xx⊥u1×v1=
xx⊥ y0

Jacobien:
J

xx =[1 0 0
0 1 0 ] , J=[1 0

0 1
0 ±∞]

xx  pour xx  admissibles seulement

Singularités dans J : v1=±z0, v2=±u1

Singularités dans J
xx : -

Perd de contrôle: v1=±z0, v2=±u1

Résumé: 

Deux postures causant  des singularités  ont  été  identifiées, 
soit:

Singularité 1: v1=±z0, v2=±u1  

Singularité 2:. w2=±z0, v2=±u2, v1=±z0 .
(5.5.6)
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Figure 49: Singularité 2



5.6 L'espace de travail

Après  avoir  déterminé  les  singularités,  ils  est  aussi  important  de  prendre  compte  des 
collisions et des obstructions des membrures pour finalement pouvoir faire une estimation de 
l'espace de travail. 

5.6.1 Calcul de l'espace de travail estimé

Un algorithme a été écrit pour calculer l'espace de travail estimé en forme d'une sphère dont 
chaque point de surface correspond à une orientation de l'axe de l'outil dans le système de la 
table, pointant vers l'origine. 

Dans une première étape tous les orientations de la table qui amènent l'axe d'outil demandé 
à l'axe z0  pour qu'il soit dans la direction de l'axe d'outil de la machine, sont produites. Cela 
doit être fait deux fois selon les deux modes d'opération, changeant 1  avant 2  ou 2  avant 
1 .

Ensuite, les angles reliés à ces orientations sont calculés à l'aide de la cinématique inverse et 
utilisés pour déterminer J . Puis J  est analysé et assigné une valeur correspondante à 
ces propriétés. Une vérification est fait si la posture est dehors des limites des angles ou si 
une membrure produit une obstruction telle que l'outil n'a pas accès à l'origine de la table. 
Dans  ce  cas,  le  point  de  surface  de  la  sphère  correspondant  et  enlevé.  Alors  que  des 
positions possibles sont montrés.
Finalement tous les points de surface sont mis en ombre dont l'accès est bloqué par la table. 
Ce cas d'obstruction est  traité différent de l'obstruction par une membrure parce qu'il  est 
indépendant de la géométrie, arrivant toujours quand une table est utilisé pour positionner le 
brut.

(Légende voir page suivante)
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Figure 51: L'espace de travail en mode theta1 en 
premier

Figure 50: L'espace de travail en mode theta2 en 
premier



Légende des valeurs assignées

Valeur Signification 

1

J =[a 0
0 0
0 0]  Ou  J =[0 a

0 0
0 0]

10
J =[a '

b '
0 ]

10.5
J =[a '

b '
c ' ]

O-10 Comme 10, mais accès obstrué par la table.

O-10.5 Comme 10.5, mais accès obstrué par la table.

Les paramètres utilisés pour les figures sont:

−100o1100o Pour des valeurs en dehors de ces limites B2 ne serait pas en 
contacte avec B1

−160o2100o 2−160o *:  collision  entre  B1 et  A ,  2100o *:  collision 
entre B1 et le support

Zone de collision=20°* L'approximation maximale de  v2=±u1 et  v1=±z0 sans causer 
des collisions entre A et B1 ou B2 .

Centre de rotation Sur la surface de la table

* Les valeurs sont des estimations et dépendent des dimensions des membrures.
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5.6.2 Observations 

L'espace de travail accessible, non obstrué (les valeurs 10 et 10.5) est une demi-sphère sans 
les parties autour y=+-1, qui sont perdues à cause le la membrure B qui se connecte à cet 
endroit à la table. De plus haut au dessus de la table le centre de rotation est placé, de plus 
grande est la région ou l'accès est bloqué. 

Comme les deux singularités v1=±z0, v2=±u1  et  w2=±z0, v2=±u2, v1=±z0  ce trouvent dans 
des  postures  dans  lesquelles  l'accès  de  l'outil  est  obstruée,  on  peut  les  éviter  en 
implémentant une règle dans le contrôleur de ne pas passer à travers de ces endroits sans 
perdre de performance.
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6. Une géométrie réalisable: RR-REPR

Possibilités de rotation:
Rotation A: +-90°
Rotation B: +90°/-90+
Rotation C: 0°

Joints:
Rotatif: 4

Prismatique: 1

Sphérique: 0

Planaire: 1

Prenant compte des résultats de l'analyse, une géométrie réalisable a été conçue avec le but 
de minimiser l'effort de production. 
Comme déjà mentionné sous la section 5.1.3, le seul but de l'ajout d'un joint prismatique 
additionnel dans la chaîne, est d'augmenter la tolérance aux erreurs de fabrication. 

Le joint planaire a été réalisé avec un glisseur (en rouge) dans une rainure, dont il ne touche 
pas le fond.
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Figure 53: La cinématique du manipulateur RR-REPR

Figure 54: Le joint planaire (E) Figure 55: Le joint prismatique (P)

Figure 52: Image CAD du manipulateur RR-REPR



Les deux singularités trouvés:

Singularité 1: v1=±z0, v2=±u1  

Aucune  influence  de  la  membrure  B1  (en 
vert) sur l'orientation de la table.

Singularité 2:. w2=±z0, v2=±u2, v1=±z0 .

Perte  de  contrôle:  La  table  peut  tourner 
librement autour de l'axe  v1=±z0 .  Une fois 
qu'elle  a  tournée  telle  que  v2≠±u2 ,  tout 
mouvement du manipulateur est bloqué.

Ces  deux  singularités  peuvent  être  évitées  comme  l'accès  de  l'outil  est  obstrué  par  la 
membrure A (en bleue) dans les deux cas.
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Figure 56: Singularité 1 Figure 57: Singularité 2



7. Le prototype

Basé sur le manipulateur réalisable RR-REPR présenté sous le point précédent, un prototype 
en bois a été fabriqué pour mieux visualiser le résultat de la recherche. Comme ne que des 
moyens de fabrication très limités ont été mis à disposition par l'école, la plus grande partie 
du prototype a été coupé avec une scie à main, résultant en des erreurs de fabrication assez 
élevés, ce que rend le prototype fonctionnelle que partiellement. (Trop de frottement et de 
jeu)

Quand même le principe du manipulateur RR-REPR peut bien être montré.
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Figure 58: Le prototype en bois dans la position 
theta1=theta2=0

Figure 59: La position theta1=45°, theta2=-45°, mode 
theta1 en premier

Figure 60: La réalisation du joint prismatique et du 
deuxième joint rotatif de la chaîne B.

Figure 61: La réalisation du joint planaire et du joint 
prismatique (avec des vis) de la chaîne B.



8. Conclusion

La géométrie étudiée (RR-RER) ne possède pas de singularités dans les limites de l'espace 
de travail, qui permet presque tous les vecteurs venant d'au dessus de la table. En ajoutant 
un joint prismatique additionnel, le manipulateur peut être rendu iso-contraint (RR-REPR), ce 
que fait la fabrication avec des tolérances possible, comme pour la géométrie résultant (RR-
REPR), l'axe u2  ne doit pas aller exactement à travers du centre de rotation de la table.

L'avantage principale de l'introduction du joint planaire est que le centre de rotation peut être 
placé au dessus de la surface de la table sans que tous les vecteurs d'outil  proche à la 
surface sont  obstrués par des membrures,  ce que est  le cas dans la topologie  RR-RRR 
comparable. Les vecteurs qui ne sont pas réalisables avec la structure RR-REPR sont celles 
obstrués par la membrure A, qui est le support du joint rotatif autour de v1 . Le joint planaire 
utilisé peut rendu un joint rotatif en faisant le font de la rainure opérationnel (contact avec le 
glisseur nécessaire). Il serait intéressant pour une étude continuée, d'analyser si un telle joint 
rotatif pourrait  enlever des obstructions sans ajouter trop de contraintes, en remplaçant le 
joint rotatif classique autour de v1 .

En  plus,  pour  l'implémentation  du  manipulateur  dans  l'environnement  industriel,  il  est 
nécessaire de trouver un moyen de protection pour le joint planaire, pour qu'il ne soit pas 
bloqué avec des débris. Un autre travail important qui reste à faire c'est le développement 
d'un  contrôleur  adéquat.  Celui-ci  doit  combiner  le  positionnement  réalisé  avec  les  axes 
sérielles  de  la  machine-outil  existant,  sur  laquelle  la  table  sera  montée,  avec  la  partie 
orientation de la table rotative. Idéalement ce contrôleur utilise la contrôle existante de la 
machine pour la partie sériel enfin de limiter le nombre de variations nécessaire pour des 
différentes types de machines-outils.
Un autre défi pour ce contrôleur est de changer de bonne manière entre les deux modes 
d'opération,  soit  « 1  en  premier »  et  « 2  en  premier »  et  d'éviter  les  postures  qui 
produisent des collisions et obstructions.
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Annex

Annex A – How to obtain the Jacobian of a parallel manipulator

In their fundamental paper « The Optimum Kinematic Design of a Spherical Three-Degree-of-Freedom Parallel 
Manipulator » [1] C. Gosselin and J.Angeles presented the Jacobian of  the studied cinematic, which has been 
cited by many other researchers.

However, how the Jacobian was obtained is not written in detail in the paper. The missing lines shall be given in 
the following.

In [1] it is suggested to obtain the Jacobian by differentiating the Enclosure Equation: 
w i∗vi=cos 2

(7)
what leads to:
ẇi∗viwi∗v̇i=0

(17)
The derivation of a (unitary) vector going through the origin of the coordinate 
system, undergoing a rotation around the origin itself, can be seen as the speed of 
the end-point of this vector.

w, v , u and   are intersecting in the origin (the middle of the sphere).  Assuming 

that we know the rotational vector  , the derivative of v i  can be written as:

v̇ i=×v i

(a1)
and the derivative of w i becomes: ẇi=̇i∗ui×w i

(a2)
Inserting (a1) and (a2) in (17) gives: ̇i∗u i×wi∗viwi∗×vi=0

(a3)
Rearranging of (a3) under consideration of c∗a×b=a×b ∗c=−c×b∗a gives:

̇i=
wi×vi∗
ui×wi∗vi

(a4)
Which is* equation (19) of [1].

*In the paper [1], a typing error, exchanging a cross product with a dot product must 
have happened.

The solution of the i-th row of the Jacobian is thus as stated in [1]:
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[1]  C.Gosselin, J.Angeles, « The optimum kinematic design of a spherical three-degee-of-freedom parallel 
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Ji=
w i×v i

T

ui×wi∗v i

a tt =at vA t  for 
t 0

a×b∗c=−c×b∗a



Annex B – IFToMM Paper

Rotating Table with Parallel Kinematic Featuring a Planar Joint

Stefan Bracher, Luc Baron and Xiaoyu Wang
Ecole Polytechnique de Montréal, C.P. 6079, succ. C.V.

H3C 3A7 Montréal, QC, Canada

Abstract—In order to develop a rotating table that can be 
mounted on an existing milling machine and allows operation  
at high speed, a geometry with two parallel kinematic chains,  
of which one contains a planar joint, connecting the base to  
the end-effector, is proposed. The kinematic performances are 
developed  and  singularities  identified.  Computation  of  the 
workspace shows that it  allows almost all  tool vectors that  
origin from above the table surface and does not include any  
of the singularities or unstable orientations of the geometry.

Keywords:   parallel  kinematic,  rotating  table,  planar  
joint, rotation-centre above the surface

I. Introduction

In the past few years, several parallel kinematic designs 
for milling machines [1, 2] have been proposed in order 
to  provide  higher  operation  speed  and  accuracy. 
However, most of them are complete machine redesigns 
what  dramatically  increases  the  investment  for  a  new 
implementation. In  order  to reduce cost,  the proposed 
mechanism is intended to be mounted on the table of an 
existing milling machine and working as a tilting table. 
This combined parallel and serial approach would add a 
fast  orientation  changing  feature  due  to  the  parallel 
design, while using the existing positioning and spindle 
mechanisms.

II. The kinematic design

Different  possible  designs  [3-6] have  been  evaluated 
based on their robustness and simplicity. The selected 
mechanism consist  of  two  kinematic  chains,  the  first 
including two revolute joints and the second including 
two revolute joints and one planar joint.

Body A, along the first chain, is connected to the base, 
namely  BB, through an  actuated revolute  joint  (angle 
1 )  around  the  axe  u1=x0  and  to  the  end-effector, 

named EE, through a passive revolute joint around the 
axe  v 1=y t .  Body  B1 ,  along  the  second  chain  is 
connected to the base BB through an actuated revolute 
joint (angle 2 ) around the axe u2=y0 . Moreover a

passive planar joint connects  B1  and B2 , and finally, 

B2  and  the  end-effector  EE are  linked  by  a  passive 

revolute joint around the axe  v 2=z t ,  where  z t is the 
normal vector to the table.

Thus  the  orientation  of  EE  is  defined  by  the  vectors 
v 2=z t  and v 1=y t . For 1=0°  and 2=0°  the base-

coordinate frame {0} and the table-coordinate frame {t} 
are coincident.

The vector perpendicular the plane of the planar joint is 
called w 2 .

w 2=  cos 2
0

−sin 20  (1)
All  these  vectors  are  unitary  and  intersect  at  the 
rotation-centre, which, as an interesting feature of this 
design, is situated above the surface of the table.
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Fig. 2. The kinematic design at 1=2=0 ° .

Fig. 3 The kinematic design rotated at 1=90 °,2=0 °

Fig. 4 Base frame {0} and vectors ui
, v i

 and w 2
.

Fig. 1: The kinematic chains of the mechanism



Unfortunately, the geometry is hyperstatic, making the 
intersection of the vectors u i  and v i  mandatory. This 
means that a small fabrication error in one of the joints 
would lock the device movements.
As shown in  Fig.  2  and  3,  the  planar  joint  could  be 
replaced by a passive revolute joint. The advantages of 
the planar  joint  are not  obstructed access to  the table 
from the front  and a  higher  position tolerance,  as  no 
additional axe that has to go through the rotation-centre 
is introduced.

III. Inverse Kinematics

As for  most  parallel  robots,  the inverse kinematics  is 
straight forward. The unit vector v 1  is defined directly 

by 1  as

v10 =  0
cos 1
sin 10  (2)

and thus 1  is given as

1=atan2 
v 10 3 
v10 2


 (3)

The unit vector  v 2  always has to stay parallel to the 
plane of the planar joint, thus we have

2=atan2
v 20 1
v 20 3


 (4)

Contrary to  eq.  (3),  eq.  (4)  can become undefined as 
v20 1  and v20 3  can be zero at the same time when 

v 2=y 0
. In fact, in this position 2  can take any angle 

without affecting the EE orientation.

IV. Direct Kinematics

A. Solution Algorithm

The direct kinematics is more challenging and can not 
be solved in a single equation but need an algorithm to 
be computed.
Vector v 1  has already been found in eq. (2). The task is 

thus to find v 2 .

For v 2 , we know several constraints:

(a): v 2⊥v1 v2⋅v1=0

(b): v 2⊥w2v2⋅w2=0

(c): ∣v2∣=1

Solving this equation system gives:
For v20 3≠0 :

v20 =  tan 2 v 20 3
−tan 1 v 20 3

v 20 3 
0  (5a)

with

v20 3=± 1
1 tan 1

2tan 2
2

 (5a.1)
However  for  v20 3=0 ,  the  solution  depends  on  the 

orientation of v 1  as well as the previous orientation of 

v 2 : 

For v20 3=0  and v 1≠±z0  only the solution with v 2  

coaxial with x0  is possible, and hence:

v 2=±x0  (5b)

For  v20 3=0  and  v 1=±z0 ,  it  gets  even  more 
complicated.

For  v20 3=0 ,  v 1=±z0
 and  2≠±90o ,  vector 

v 2=±y0  (5c)
solves the system.

For v20 3=0 ,  v 1=±z0
 and 2=±90o , theoretically, 

the two solutions v 2=±y0  and v 2=±x0  are possible. 
However,  as  it  is  unlikely  that  the  system  suddenly 
jumps 90 degrees, the solution can be found, looking at 
the past orientation of v 2 , as the solution closer to the 
past orientation will be the most likely.
Thus  for  v20 3=0 ,  v 1=±z0

,  2=±90o  and 

∣v21t− t ∣∣v22 t− t ∣
v 2t =±y 0  (5d)

while for  v20 3=0 ,  v 1=±z0
,  2=±90o ,  2=±90o

and ∣v21t− t ∣∣v22 t− t ∣
v 2t =±x0  (5e)

It has to be noted that solution (5e) is unstable, as the 
end-effector  EE can rotate  freely around  v 1  because 

w 2  and v 1  are coaxial.

Unfortunately, eqs. (5a-e) always contain two solutions. 
The  angle  =angle v 2t , v 2t− t   has  to  be 
computed.  As again no jumps can be expected in  the 
real geometry, the solution leading to the smaller angle 
must be the right one.

With the two obtained vectors, the coordinate frame of 
EE can be built as
z t=v2 , y t=v 1 , x t=z t×y t  (6)
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B. Performance Analysis

To  perform  an  analysis  of  the  direct  kinematics,  a 
MATLAB® program has been written that computes the 
direct  kinematics  algorithm  for  all  angular 
combinations.

Because  the  direct  kinematics  of  a  certain  angular 
combination depends on the former orientation, this has 
been done in two ways:

First way, called “Theta1 first”, i.e., 

1. 1=2=1o

2. Initial position: v20 = 0100

, v20 = 0010

3. For 1=0o to 1=360o  {

For 2=0o  to 2=360o  {

Compute direct kinematics

2=22  }

               1=11  }

The  second  way  (called  “Theta2  first”)  is  the  same 
algorithm, with exchanged roles of 1 and 2 .

To visualise the result, the direct kinematics solution of 
v 21,2, 3  is displayed in charts as a function of  1  

and 2 .

Fig. 5. The values of v21  if 1
 is moved first (left) and if 2

 is 

moved first (right)

Fig. 6. The values of v2 2  if 1
 is moved first (left) and if 2

 is 

moved first (right)

Fig. 7 The values of v23 , independent of the sequence 

of the movement

It  can  be  observed  how  drastically  the  resulting 
orientation depends on the sequence of the movements 
as well as the initial orientation.

For example:  Starting at  1=2=0°  and turning  1  

first to +-90° brings the table in a position in which 2  

has no influence on the orientation. But if  1  was not 

turned exactly to +-90°, 2  has a huge influence on the 

orientation. For 1  slightly smaller than 90°, the value 

of  v 21  for 2=90o is  “+1”  while  for  an  1  

slightly higher than 90° v 21=−1 .

Looking at figures 5-7,  we see also that  the positions 
where 1  and 2  are multiples of 90° are special.

For 1=90o/270o , 90o≤2≤270o  and

90o≤1≤270o,2=90o/270o  the solutions of the direct 
kinematics give completely different results for the two 
operation modes.

V. Jacobian Matrix

The orientation of the table is completely constrained by 
the following three closure equations.

- v 2⊥w2⇒ v2⋅w2=0  (7)

- v 1⊥v2⇒ v1⋅v2=0  (8)

- v 1⊥u1⇒ v1⋅u1=0  (9)

Similar  to  [7],  the  Jacobian  is  based  on  their  time 
derivations:
d v 2⋅w 2

d t
=v̇ 2⋅w 2v 2⋅ẇ2=0  (10)

d v1⋅v 2
d t

=v̇1⋅v2v1⋅v̇ 2=0  (11)

d v1⋅u1
d t

=v̇1⋅u1=0  (12)

In addition we know that
v̇ 2=×v2  (13)

v̇ 1=̇1u1×v1  (14)

ẇ 2=̇2 u2×w 2  (15)
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Inserting eqs. (13) and (15) into eq. (10) gives:
u2×w2⋅v2 ̇2=w 2×v 2⋅  (16)

Equations (13) and (14) inserted into (11) produce:
u1×v 1⋅v 2̇1=v1×v2⋅  (17)

To solve eq. (12) another relation of v̇ 1  is used, i.e.:

v̇ 1=×v1  (18)

Finally eq. (18) inserted into eq. (12) leads to
u1×v 1⋅=0  (19)

Equation (19) suggests a new rule: 
⊥u1×v1

thus 

=[ 1
2

tan 12]  (20)

which, looking at the geometry, makes sense as body A 
prevents any rotation around u1×v1 .

With the eqs. (16), (17) and (20), the matrices A and B, 
that connect the rotation of the articulated joints to the 
rotation of the table, become:

A [ ̇1

̇2
]=B

[ 0 u2×w2⋅v2

u1×v1⋅v2 0
0 0 ]̇=[w 2×v 2

T

v1×v2
T

u1×v1
T ]  (21)

For the application however, the combined Jacobian's 
J  ̇=  (22)

and 
̇=J  (23)

are more useful.

Looking at eq. (21) it is clear that 
J =B−1 A  (24)

and 
J=A−1 B  (25)

J   can  be  computed  without  problems  for  most 

cases. A general J  on the other hand is not existing 
as A, being a rectangular matrix, is not invertible. There 
can not  be  a  J  that  solves  eq.  (23)  for  any   , 

because, as eq. (20) implies, not all   are possible.

But going with by eq.  (20)  admitted   ,  x ,  in eq. 
(21), we can eliminate the last line:

A x ̇=Bxx

[ 0 u2×w2⋅v2

u1×v1⋅v 2 0 ]̇=[w 2×v 2
T

v1×v2
T ]⋅ x

 (26)

And
J

x =Ax−1 Bx  (27)
can be found, but is only valid for previously checked 
x .

VI. Singularities 

Special  interest  has  to  be  put  in  the  orientations  that 
make either A or B lose another rank.

For A,  this is the case when either:
- v 2=±u2u2×w 2⋅v 2=0  (28)

- v 2=±u1u1×v1⋅v2=0  (29)

and B when either:
- v 1=±w2w2×v2=±v 1×v2  (30)

- v 2=±u1v1×v2=±u1×v1  (31)

- v 2=±u1∧ v1=±w2 w2×v 2=±u1×v1  (32)

In the  cases  of  eq.  (28)  and (29)  A and  A x  are  not 

invertible and J
x  can not be computed directly, as in 

addition to eq. (20), some other criteria have to be met 
for  admissible   .  J 

x ,  on  the  other  hand,  is  not 
computable for the cases of eqs. (30-32) .

But even when the inverse of  A or  B is not existing, 
there still is a Jacobian. To obtain it, the system has to 
be solved analytically. Let's see what happens exactly in 
these cases:

- v 2=±u2 : 

Geometrical constraint: v 1=±z0  (33)

Admissible xx : xx=w2  (34)
Jacobian's  that  solve  the  equation  system:

J
xx =[1 0 0

0 0 0 ] , J =[ 1 0
0 0

w2⋅z0

u1⋅w 2

0]  (35)

xx for admissible xx

  Singularity in J   and Instability:

w 2=±z0, v2=±u2, v1=±z0  (36)

- v 2=±u1∧v1≠±w2 : 

Geometrical constraint: w 2=±z0  (37)

Admissible xx : xx⊥u1×v1  (38)
Jacobian's that solve the equation system:
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J
xx =[1 0 0

0 1 0 ] , J =[1 0
0 1
0 tan 1]  (39)

xx for admissible xx

- v 2=±u1∧v1=±w2 : 

Geometrical constraint: w 2=±z0  (40)

Admissible xx : xx⊥u1×v1=
xx⊥y0  (41)

Jacobian's that solve the equation system:

J
xx =[1 0 0

0 1 0 ] , J =[1 0
0 1
0 ±∞]  (42)

xx for admissible xx

 Singularity in J   and Instability:

v 1=±z0, v2=±u1  (43)

- v1=±w2∧v 2≠±u1 : 

Geometrical constraints: w 2=±z0 , v 2=±u2  (44)

 see eqs. (33) to (36).

VII. Workspace

After  having  determined  the  singularities,  it  is  also 
important to take account of the geometrical constraints, 
such as collisions and obstructions, to finally obtain the 
available workspace. 

A. Workspace computation 

An  algorithm  has  been  written  to  compute  the 
workspace  in  form of  a  sphere,  where  every  surface 
point corresponds to a tool-axis orientation in the end-
effector-, the tool table frame. 

In  a  first  step,  the  possible  end-effector  positions  in 
which the demanded tool-axis is coincident with z 0 , so 
it matches the spindle, are produced. According to the 
two modes of operation, this is done either by changing 
first 1  and then 2 , or the other way around.
For the obtained end-effector orientations, the necessary 
angles are obtained with the inverse kinematics and then 
used  to  calculate  J  .  In  the  next  step,  J   is 
analysed  and  assigned  a  value  depending  of  it's 
properties.
A  verification  is  done,  if  the  demanded  orientation 
causes a violation of the maximal possible angles or if 
there is obstruction by a member that prevents operation 
of  the  tool  at  the  position.  If  so,  the  corresponding 
surface point  on the sphere is  removed, thus showing 
only  possible  orientations  in  the  figures.  Finally  it  is 
checked  if  the  table  causes  an  obstruction.  If  so,  the 
corresponding  point  is  “shaded”.  This  case  of 
obstruction is treated differently than the one by a 

member  of  the  kinematic  chains,  because  it  occurs 
whenever a table is used to mount a piece and thus is not 
related to the geometry itself.

Fig.8. Workspace for turning first around u1
 and 

then around v1
 (changing 1

 before 2
)

Fig.9 Workspace for turning first around v1
and 

then around  u1
(changing 2

before 1
)

Value Meaning

1
J=[a 0

0 0
0 0]  Or J=[0 a

0 0
0 0]

10
J=[a '

b '
0 ]

10.5
J=[a '

b '
c ']

O-10 Like 10, but access obstructed by the table

O-10.5 Like 10.5, but access obstructed by the table

Fig.13. The assigned Jacobian values occurring in the workspace

The geometry parameters used for the computation of 
figures 8 and 9:

-  −100o1100o : For values outside this range  B2  

would not be in contact with B1  thus destroy the planar 
joint.
-  −160o2100o :  2−160o *  would  cause  a 

collision between  B1  and  A ,  2100o * a collision 

between B1  and the support.
- Collision range =20°*: the maximal possible

46



approximation to ( v 2=±u1 , v 1=±z0 ) without causing 

a collision between a A  and B1 or B2 .
- Rotation-centre on the table surface.

* exact values depending on geometry parameters such 
as thickness of A ,  B1 ,  B2  and the outer diameter of 
planar joint.

B. Observations 
The available, non obstructed workspace (values 10.5, 

10 and 1 in figures 8 and 9) is basically a half-sphere 
without areas around y=+-1 . The areas around y=+-1 
are lost because of collisions between A  and B1  when 

approaching ( v 2=±u1 ,  v 1=±z0 )  and obstruction by 

A for  1  close  to  ±100o .  Thus,  placing  the  the 
rotation-centre higher above the table surface decreases 
the, by the table obstructed part of the workspace, but 
increases the lost areas around y=+-1. Making A ,  B1  

and B2  as thin as possible while setting the inner radius 

of B1 bigger that the diagonal size of A  reduces the 
lost area independent of the rotation-centre position. 

The good news however is that none of the singularities 
or unstable points are included in the workspace. This, 
because the critical end-effector orientations described 
under  point  VI  either  are  not  needed  or  can  not  be 
exploited due to obstruction or collision.

VIII. Conclusion

The parallel geometry studied showed to be without 
singularities when operated within the limits given by 
the workspace, what allows almost all tool vectors that 
origin above the working table. The chain combination 
(see fig. 1) is hyperstatic what renders manufacturing a 
difficult  task.  A  fabrication  error  resistant  geometry 
might be obtained by adding a prismatic joint  in  B2  

between the planar and the revolute joint,  so that  u2  
does  not  need  to  intersect  exactly  with  the  rotation-
centre. 

The main advantage  of  the introduction of  the planar 
joint is, that the rotation centre can be placed above the 
table  surface  without  causing  obstruction  for  all  the 
access vectors in, and close to the table plane. Those of 
these vectors that are still not realisable are repressed by 
the revolute joint  along  v 1 .  The type of planar  joint 
used  could  be  transformed  into  a  revolute  joint  by 
making  the  ground  surface  of  the  chamfer  as  well 
operational. It would be interesting to study if utilisation 
of such a modified revolute joint along v 1 would be 
able  to  remove  the  obstructions  of  the  classical  joint 
while not adding too many other constraints. 

For  the  implementation  of  the  rotating  table,  it  is 
necessary  to  find  a  way  to  protect  the  operational 
surfaces  of  the  planar  joint  against  chips  that  could 
cause a blockage or reduce the accuracy.
An important part of the work that has yet to be done is 
the  development  of  a  suitable  controller.  It  has  to 
combine the control of the positioning part, realised by 
the  serial  axis  of  the  existing  machine  on  which  the 
rotating  table  is  mounted,  with  the  control  for  the 
parallel, orientation part. A good approach might be to 
take advantage of  already implemented controllers for 
the serial part in order to limit the number of controller 
variations needed for different machine types.
Another challenge for the controller will  be to switch 
adequately between the different operation modes ( 1

first  and  2  first)  and  to  avoid  the  postures  causing 
collisions and obstructions.
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Annex C – Matlab Code

Survol des fonctions:

Scripts automatisés
test_jacobian.m:          Test the Jacobian and mgd for all possible combinations of theta1 and theta2
workspace.m                   Tests all drill orientations 

Main Functions:
mgd.m:                        Calculates the direct geometric model for the RR-RER geometrie of a parallel actuated rotating tooltable
mgi.m:                         Calculates the indirect kinematics for the RR-RER geometrie of a parallel actuated rotating table
jacobian.m:                 Calculates the jacobian  of the RR-RER geometrie of a parallel actuated, rotating table at the current orientation. 

Additional Functions:
drill_orientation.m:      Finds the table position to a drill orientation. Returns 0 when not possible
jacobian_evaluate.m: Evaluates a (2x3) Jacobian
obstructioncheck.m:   Checks if there is obstruction  that limits access
angle.m:                     Calculates the angle between two vectors a and b based on the dot-product between them
limitcheck.m               Checks if there is a limit violation
mysphere.m                    Generates a sphere
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test_jacobian.m
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   Title:                     Test of the Jabobian and the direct kinematics  
%   Author:                 Stefan Bracher (http://stefan.bracher.info)    
%   Date:                    01.08.2006                               
%   Description:        Test the Jacobian and mgd for all possible combinations
%                                   of theta1 and theta2
%   Dependencies:   mgd.m, jacobian.m, angle.m, jacobian_evaluate
%                             
%   Syntax:                 Script: Call by writing "test_jacobian_mgd"
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%------------SOME CLEARING UP---------------------------------------%
clear all;
%-------------------------------------------------------------------%

%----------------------START PARAMETERS-----------------------------%
step_in_deg=10;             % Steps in degrees to increase values of  
                            % theta1 and theta2
steps=360/step_in_deg;      % teps needed to get to 360
%-------------------------------------------------------------------%

%----------TEST ALONG theta2------------------------------------------%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   The solution of the mgd is depending on the                     %
%   "direction" in the theta1-theta2 plane a point is approached from  
%   Thus assuming that this will also influence the Jacobian, there 
%   will be two test, one where first theta1 is changed and then a   
%   theta2, thus approaching a point in the A-B-plane in theta2         
%   direction.                                                      
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%........Initialisation.............................................%
theta1=-step_in_deg;  
T=[1 0 0 0; 0 1 0 0; 0 0 1 0; 0 0 0 1];              % Using the horizontal orientation 
                                % as initial orientation

%........Main part..................................................%
for a=1:(steps+1)                           % Thus for theta1 0 to 360
    theta2=-step_in_deg;                % Rewinding theta2
    theta1=theta1+step_in_deg;    % Increasing theta1
    
    for b=1:(steps+1)                          % Moving along theta2 from 0 to 360
        theta2=theta2+step_in_deg;  % Increasing theta2
        theta1
        theta2
        x_b(a, b)=theta1;                       % Storing the x and y coordonates of 
        y_b(a, b)=theta2;                       % the current point
        
        T=mgd(theta1, theta2, T);       % Getting the direct kinematics
        z_old=T(1:3, 3)';                       % Extracting the z-coordinates
        z1_b(a, b)=z_old(1);                % Storing the z-coordonates
        z2_b(a, b)=z_old(2);
        z3_b(a, b)=z_old(3);
        
        [A, B, Jo_b]=jacobian(theta1, theta2, T); % Getting the Jacobian in the 
                                                                                    % zero system
        Jo_b_x_a(a, b)=Jo_b(1, 1);                      % Storing the data in the Jacobian
        Jo_b_x_b(a, b)=Jo_b(1,2);
        Jo_b_y_a(a, b)=Jo_b(2, 1);
        Jo_b_y_b(a, b)=Jo_b(2,2);
        Jo_b_z_a(a, b)=Jo_b(3, 1);
        Jo_b_z_b(a, b)=Jo_b(3,2);
           
        Jo_b_Value(a,b)=jacobian_evaluate(Jo_b);    % Evaluate the Jacobian
                                                                                            %  (see function)
theta1rad=theta1*2*pi/360;   
theta2rad=theta2*2*pi/360;
    end
    
end
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%.........Plotting the results......................................%
figure;                     % The Jacobian
meshc(x_b, y_b,Jo_b_Value);
title('Jacobian - theta1 en premier (move along theta2)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');

figure                      % the zo coordinate of z in 2D
contour(x_b,y_b,z3_b, 20);
title('z(3) - theta1 en premier (move along theta2)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');

figure                      % the zo coordinate of z in 3D
meshc(x_b,y_b,z3_b);
title('z(3) - theta1 en premier (move along theta2)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');

figure                      % the xo coordinate of z in 2D
contour(x_b,y_b,z1_b, 20);
title('z(1) - theta1 en premier (move along theta2)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');

figure                      % the xo coordinate of z in 3D
meshc(x_b,y_b,z1_b);
title('z(1) - theta1 en premier (move along theta2)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');

figure                      % the yo coordinate of z in 2D
contour(x_b,y_b,z2_b, 20);
title('z(2 - theta1 en premier (move along theta2))');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');

figure                      % the yo coordinate of z in 3D
meshc(x_b,y_b,z2_b);
title('z(2) - theta1 en premier (move along theta2)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');
% -------------------------------------------------------------------%

%----------TEST ALONG theta1-----------------------------------------%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   And now the exaxt same test by moving theta2 first and going along%
%   theta1.                                                          %
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% %........Initialisation.............................................%
theta2=-step_in_deg;  
T=[1 0 0 0; 0 1 0 0; 0 0 1 0; 0 0 0 1];                % Using the horizontal orientation 
                                % as initial orientation

% %........Main part..................................................%
for b=1:(steps+1)                           % Thus for theta1 0 to 360
    theta1=-step_in_deg;                % Rewinding theta1
    theta2=theta2+step_in_deg;      % Increasing theta2
    
    for a=1:(steps+1)                           % Moving along theta1 from 0 to 360
        theta1=theta1+step_in_deg;  % Increasing theta1
        
        theta1
        theta2
        x_a(a, b)=theta1;                       % Storing the x and y coordonates of 
        y_a(a, b)=theta2;                       % the current point
        
        T=mgd(theta1, theta2, T);           % Getting the direct kinematics
        z_old=T(1:3, 3)';                           % Extracting the z-coordinates
        z1_a(a, b)=z_old(1);                    % Storing the z-coordonates
        z2_a(a, b)=z_old(2);
        z3_a(a, b)=z_old(3);
        
        [A, B, Jo_a]=jacobian(theta1, theta2, T); % Getting the Jacobian in the 
                                           % zero system
        Jo_a_x_a(a, b)=Jo_a(1, 1);                  % Storing the data in the Jacobian
        Jo_a_x_b(a, b)=Jo_a(1,2);
        Jo_a_y_a(a, b)=Jo_a(2, 1);
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        Jo_a_y_b(a, b)=Jo_a(2,2);
        Jo_a_z_a(a, b)=Jo_a(3, 1);
        Jo_a_z_b(a, b)=Jo_a(3,2);
           
        Jo_a_Value(a,b)=jacobian_evaluate(Jo_a);        % Evaluate the Jacobian
                                                                                             % (see function)
    end
    
end

% %.........Plotting the results......................................%
figure;                   %  The Jacobian
meshc(x_a, y_a, Jo_a_Value);
title('Jacobian - theta2 en premier (move along theta1)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');

figure                      % the zo coordinate of z in 2D
contour(x_a,y_a,z3_a, 20);
title('z(3) - theta2 en premier (move along theta1)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');

figure                      % the zo coordinate of z in 3D
meshc(x_a,y_a,z3_a);
title('z(3) - theta2 en premier (move along theta1)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');

figure                      % the xo coordinate of z in 2D
contour(x_a,y_a,z1_a, 20);
title('z(1) - theta2 en premier (move along theta1)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');

figure                      % the xo coordinate of z in 3D
meshc(x_a,y_a,z1_a);
title('z(1) - theta2 en premier (move along theta1)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');

figure                      % the yo coordinate of z in 2D
contour(x_a,y_a,z2_a, 20);
title('z(2 - theta2 en premier (move along theta1)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');

figure                      % the yo coordinate of z in 3D
meshc(x_a,y_a,z2_a);
title('z(2) - theta2 en premier (move along theta1)');
xlabel('theta1 (deg)');  ylabel('theta2 (deg) ');
%-------------------------------------------------------------------%
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workspace.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%   Title:                  workspace 

%   Author:             Stefan Bracher (http://stefan.bracher.info)   

%   Date:                  28.08.2006                                      

%   Description:    Tests all drill orientations 

%   Dependencies: mysphere.m, drill_orientation.m, obstructioncheck.m

%

%   Syntax:             Script: Execution by typing "workspace"

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%------------------Conditions---------------------------------------%

theta1min=-100;

theta1max=100;

theta2min=-160;

theta2max=100;

obstruction_range=20;

k=5;                % resolution sqrt

n = 2^k;            % resolution final

angle_threshold=1;  % angle uncertainty

%-------------------------------------------------------------------%

c1=zeros(n, n);                     % begin all colors zero

c2=zeros(n, n);                     % begin all colors zero

[x,y,z] = mysphere(n);          % create all orientations 

[x1,y1,z1] = mysphere(n);   % create all orientations 

[x2,y2,z2] = mysphere(n);   % create all orientations 

for a=1:(n+1)

    for b=1:(n+1)

        drill=[0 0 0]';

        drill(1)=x(a, b);

        drill(2)=y(a, b);

        drill(3)=z(a, b);

        [T1, T2]=drill_orientation(drill); % Finding the T-matrices for the orientation

    

       %%%%%%%%%%%%%%% MODE theta2 -> theta1%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

      if (T1==0)

        disp('orientation T1 not found');

        x1(a, b)=0;
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        y1(a, b)=0;

        z1(a, b)=0;

        c1(a, b)=-5;

    else   

        % orientation T1 found

        [theta11, theta21]=mgi(T1);    % Finding the related angle in theta2->theta1 mode (T1)

        

       

        [x1(a, b),y1(a, b),z1(a, b)]=limitcheck(x1(a, b), y1(a, b), z1(a, b), theta11, theta21, T1, theta1min, theta1max, theta2min, theta2max, 
obstruction_range);

        [A1, B1, J1]=jacobian(theta11, theta21, T1);

        c1(a, b)=jacobian_evaluate(J1);

        c1(a, b)=obstructioncheck(c1(a, b), theta11, theta21, T1);

       

    end

   %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%      

    

   %%%%%%%%%%%%%MODE theta1->theta2%%%%%%%%%%%%%%%%%

      if (T2==0)

        disp('orientation T2 not found');

        drill

        x2(a, b)=0;

        y2(a, b)=0;

        z2(a, b)=0;

        c2(a, b)=-5;

    else   

        % orientation T2 found

        [theta12, theta22]=mgi(T2);    % Finding the related angle

        

       

        [x2(a, b),y2(a, b),z2(a, b)]=limitcheck(x2(a, b), y2(a, b), z2(a, b), theta12, theta22, T2, theta1min, theta1max, theta2min, theta2max, 
obstruction_range);

        [A2, B2, J2]=jacobian(theta12, theta22, T2);

        c2(a, b)=jacobian_evaluate(J2);

        c2(a, b)=obstructioncheck(c2(a, b), theta12, theta22, T2);

    end

    %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

    end

end

% figures

c1=-c1;

figure    
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surf(x1,y1,z1,c1);

shading faceted

axis equal

xlabel('x');  ylabel('y');  

title('Workspace: mode theta2->theta1');

c2=-c2;

figure    

surf(x2,y2,z2,c2);

shading faceted

axis equal

xlabel('x');  ylabel('y');  

title('Workspace: mode theta1->theta2');
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mgd.m
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   Title:                  MGD-Function                                   
%   Author:             Stefan Bracher (http://stefan.bracher.info)       
%   Date:                 22.08.2006                                
%   Description:    Calculates the direct geometric model for the  
%                             RR-RER geometrie of a parallel actuated
%                             rotating tooltable
%   Dependencies: angle.m
%                             
%   Syntax:             T=mgd(theta1, theta2, T)
%
%   Input:                theta1:    The angle in degrees around u1 axis. Zero
%                                             for  table in horizontal orientation 
%                             theta2:    Angle in degrees around u2 axis.
%                                             Zero for table in horizontal orientation     
%                             T:             Homogene Transformation Matrix
%                                              of the previous orientation
%    
%   Output:             T:              Homogene Transformation Matrix
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function T=mgd(theta1, theta2, T)
%--------------------Variables-------------------------------------------%
z_old=T(1:3, 3)';           % The last known orientation, used to determine which one 
                                       %  of the two solutions does apply     
treshold=0.9;               % Treshold value for switching between solutions%
                                        %    For explenation see were used
%-------------------------------------------------------------------------%

%-------------Transformation of the angles in radians---------------%
theta1=theta1*2*pi/360;   
theta2=theta2*2*pi/360;
%-------------------------------------------------------------------%

%-------------CALCULATION OF Y--------------------------------------%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   As A is directly attached to the tooltable, y is completely     %
%   Defined by angle theta1 and lies in the z0, y0 plane             %
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
y(1)=0;
y(2)=cos(theta1);
y(3)=sin(theta1);
%-------------------------------------------------------------------%

%----------CALCULATION OF Z------------------------------------------
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   Z can be found by using the following equation system: %
%   (1) Z has to be perpendicular to y:             y*z=0                 %
%   (2) Z is in the plane B as it connects to B:    b*z=0            %
%   (3) Z is a uniti vector:                        /z/=1                               %
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

z(3)=sqrt(1/(1+(tan(theta1))^2+(tan(theta2))^2));

%   As there will later be multiplications with infinity, z(3) has to
%   be exactly zero when needed so, but the equation above results for 
%   theta1=theta2=90 not zero as suspected , but the smallest number matlab
%   can produce (in fact matlab doesn't seem to know infinity), thus it 
%   has to be rounded down manually
if (abs(z(3))<1e-10) % Produced weird results
    z(3)=0;
end

%   As the tangenses of theta1 and theta2 are squared, the sign of the 
%   angle is lost, thus only the solutution with the positive 
%   angles is revieced.
    
z(1)=tan(theta2)*z(3); 
z(2)=-tan(theta1)*z(3);
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%   But in case z(3)=0 we do not get a solution
%   In fact going back to the equation systems with z(3)=0 gives:
%
%   (1) cos(theta1)*z(2)=0
%   (2) cos(theta2)*z(1)=0
%
%   ->  for theta1=+-90, z(2) can take any value
%       and the same for theta2=+-90 for z(1)
%   
%   But the geometrie imposes some rules:
%   - only +-1 are possible as solutions
%   - if theta1 or theta2 are +-90, z must lie horizontal
%   -> only z=x, -x, y and -y is possible
%   -> if the former value of z(1) was near 1, it is most likely the new
%   one

if (z(3)==0)            
    if (abs(y(3))==1)   %   thus yt=z/-z
                        %   theotetically all horitontal positions of z are
                        %   possible
          if (abs(cos(theta2))>1e-10);    % but if theta2 not equal +-90
                                        % only zt=yo is possible
             z(1)=0;
             z(2)=1;
             
         else
                                        % but if theta2 equal to +-90
                                        % !!! WE HAVE A PROBLEM !!!
                                        % as any horizontal solution is
                                        % correct
                                        %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
                                        %-> THE SYSTEM IS COMPLETELY     %
                                        %   INSTABLE IF theta2 WAS MOVED  %
                                        %   FIRST, AND SOMEWHAT STABLE   %
                                        %   IF theta2 WAS MOVED FIRST.      %
                                        %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
                                        
                                        % Here most likely the solution
                                        % will depend on the previous orientation 
                                        % (if no external forces are applied)
                if (abs(z_old(1))-abs(z_old(2))>1e-10) % (-> thus z(1) is bigger)
                z(1)=1;
                z(2)=0; 
                else
                z(1)=0;
                z(2)=1; 
            end                           
                                        
         end
         
         
    else                % Thus yt=yo
        z(1)=1;         % z=+-x is the only possible solution
        z(2)=0;
    end
    
    
end
    
%   Check if z=1
z_length=sqrt(z(1)^2+z(2)^2+z(3)^2);
test=1-abs(z_length);

if (test>0.0000001)
    disp('Error at:');
    theta1
    theta2
    test
    z_length
end
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%   But also a reversed z would solve the equation system above, as
%   this one contains no information about the direction.
%   To chose which solution is the appropriate one, we check the
%   angle between the actual and the previous z
omega1=angle(z, z_old);     
omega2=angle(-z, z_old);

%   Assuming that z can not change diretions appruptly (and thus    
%   flipping the table), the closest solution is chosen.

if (abs(omega2)<omega1)
z=-z;    
end
%-------------------------------------------------------------------%

%----------CALCULATION OF X-----------------------------------------%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   The system has to be a right hand system, thus: x=yxz           %
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
x=cross(y, z);
%-----------------------------------------------------------------%

%---------CHECK IF REALLY A RIGHT HAND SYSTEM HAS BEEN BUILT------%
winkel=angle(y, z)*360/(2*pi);
if (abs(winkel-90)>1e-10)
disp('Error: A non right hand system has been built for:');
winkel
theta2
angle
end

%-----------------------------------------------------------------%

%---------MERGING OF THE TRANSVER MATRIX--------------------------%
T=zeros(4,4);
T(1:3, 3)=z';
T(1:3, 1)=x';
T(1:3, 2)=y';

T(4, 4)=1;
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mgi.m
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   Title:                  MGI-Function                                  
%   Author:              Stefan Bracher (http://stefan.bracher.info)    
%   Date:                 04.08.2006
%   Description:    Calculates the indirect kinematics for the 
%                             RR-RER geometrie of a parallel actuated
%                             rotating table
%   Dependencies: none
%                             
%   Syntax:             [theta1, theta2]=mgi(T)
%
%   Input:                T:              Homogene Transformation Matrix
%
%   Output:             theta1:    The angle in degrees around u1 axis. Zero
%                                             for  table in horizontal orientation 
%                             theta2:    Angle in degrees around u2 axis.
%                                             Zero for table in horizontal orientation     
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
function [theta1, theta2]=mgi(T)

theta1=atan2(T(3, 2), T(2, 2));
theta2=atan2(T(1, 3), T(3, 3));

% Conversion in degrees

theta1=theta1*180/pi;
theta2=theta2*180/pi;

% Conversion to +-180 degree range
if (theta1>180)
    theta1=theta1-360;
end

if (theta1<-180)
    theta1=360+theta1;
end

if (theta2>180)
    theta2=theta2-360;
end

if (theta2<-180)
    theta2=360+theta2;
end

58



jacobian.m
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   Title:                  JACOBIAN-Function                            
%   Author:              Stefan Bracher (http://stefan.bracher.info)    
%   Date:                 22.08.2006                                      
%   Description:    Calculates the jacobian (theta->omega) of the RR-RER
%                               geometrie of a parallel actuated, rotating
%                               table at the current orientation. 
%   Dependencies: none
%                             
%   Syntax:               [A, B, J]=jacobian(theta1, theta2, T)
%
%   Input:                   theta1:    The angle in degrees around u1 axis. Zero
%                                                 for  table in horizontal orientation 
%                               theta2:     Angle in degrees around u2 axis.
%                                                Zero for table in horizontal orientation   
%                               T:              Homogene Transformation Matrix
%
%   Output:               A:                Partial Jacobian:
%                                                  A*thetadot=B*omega
%                               B:               Partial Jacobian
%                               J:                Jacobian=inv(B)*A
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function [A, B, J]=jacobian(theta1, theta2, T)

theta1=theta1*2*pi/360;
theta2=theta2*2*pi/360;
threshold=1e-12;

% The original coordinate system:
x_0=[1 0 0]';
y_0=[0 1 0]';
z_0=[0 0 1]';

% The table coordinate system:
x_t=T(1:3, 1);
y_t=T(1:3, 2);
z_t=T(1:3, 3);

% Additional vectors:
b=[cos(theta2), 0, -sin(theta2)]';
a=[0, -sin(theta1), cos(theta1)]';
b2=[sin(theta2), 0, cos(theta2)];

% The Jacobian:
A=zeros(3,2);
B=zeros(3,3);

A(1,2)=dot(cross(y_0, b), z_t);
A(2,1)=dot(cross(x_0, y_t), z_t);

B(1, 1:3)=(cross(b, z_t))';
B(2, 1:3)=(cross(y_t, z_t))';
B(3, 1:3)=a';

line2=abs(B(2, 1:3));
line3=abs(B(3, 1:3));

 if (abs(line2*line3'-1)<threshold)
    disp('WARNING, SPECIAL CASE: Solution not mathematically produced');
    J=zeros(3, 2);
    J(1, 1)=1;
    J(2, 2)=1;
    J(3, 2)=tan(theta1);
%    
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else
    
J=inv(B)*A;
end
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drill_orientation.m
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   Title:          drill_orientation 
%   Author:      Stefan Bracher (http://stefan.bracher.info)    
%   Date:           07.09.2006                                      
%   Description:   Finds the table position to a drill orientation 
%                           Returns 0 when not possible
%   Dependencies: none
%                             
%   Syntax:             [T1, T2]=drill_orientation(drill)
%
%   Input:              drill:      drill vector
%    
%   Output:             T1  : Corresponding table orientation mode
%                                      Theta2->Theta1
%                             T2  : Corresponding table orientation mode
%                                      Theta1->Theta2
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function [T1, T2]=drill_orientation(drill)
T=[1 0 0 0; 0 1 0 0; 0 0 1 0; 0 0 0 1];              % Using the horizontal orientation 
threshold=1e-6;                                     % what is regarded as zero

%%%%%%MODE THETA2->THETA1 %%%%%%%%%%%%%
%Turn around y
roty=-atan2(drill(1),drill(3));
if ((drill(3)==0)&&(drill(1)==0))
    roty=sign(drill(2))*pi/2;
end
roty_deg=roty*360/(2*pi);
Roty=[cos(roty) 0 sin(roty) 0; 0 1 0 0; -sin(roty) 0 cos(roty) 0; 0 0 0 1];
T1=Roty*T;
drill_i=Roty(1:3,1:3)*drill;

%Turn around x0
rotx=atan2(drill_i(2),drill_i(3));
rotx_deg=rotx*360/(2*pi);
Rotx=[1 0 0 0; 0 cos(rotx) -sin(rotx) 0; 0 sin(rotx) cos(rotx) 0; 0 0 0 1]; 
T1=Rotx*T1;
drill_f=Rotx(1:3,1:3)*drill_i;

%Check:
if ((abs(1-drill_f(3))<threshold)&&(abs(drill_f(1))<threshold)&&(abs(drill_f(2))<threshold))
%ok
else
T1=0;
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%MODE Theta1->Theta2%%%%%%%%%%%%%%%%%%%                   
% turn around x_0
yt=[0 1 0]';
R=[0 drill(2) 0]';      
r=norm(R-drill);
rotx=sign(drill(2))*(pi/2-asin(r));
rotx_deg=rotx*360/(2*pi);
Rotx=[1 0 0 0; 0 cos(rotx) -sin(rotx) 0; 0 sin(rotx) cos(rotx) 0; 0 0 0 1];
T2=Rotx*T;
drill_i=Rotx(1:3,1:3)*drill;
R_i=Rotx(1:3,1:3)*R;
yt_i=Rotx(1:3,1:3)*yt;

%turn around yt
R_iZ=[0 0 1]'-R_i;
R_idrill_i=drill_i-R_i;
if (norm(R_idrill_i)==0)
    rotxy=0;
else
        
    rotxy=acos(dot(R_iZ,R_idrill_i)/(norm(R_iZ)*norm(R_idrill_i)));
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end

if (sign(drill_i(1))>0)
rotxy=-sign(drill_i(1))*rotxy;
end

if (sign(drill_i(1))<0)
rotxy=-sign(drill_i(1))*rotxy;
end

rotxy_deg=rotxy*360/(2*pi);

Rotxy=[(cos(rotxy)+yt_i(1)*yt_i(1)*(1-cos(rotxy))) (yt_i(1)*yt_i(2)*(1-cos(rotxy))-yt_i(3)*sin(rotxy)) (yt_i(1)*yt_i(3)*(1-
cos(rotxy))+yt_i(2)*sin(rotxy)) 0;
    (yt_i(2)*yt_i(1)*(1-cos(rotxy))+yt_i(3)*sin(rotxy)) (cos(rotxy)+yt_i(2)*yt_i(2)*(1-cos(rotxy))) (yt_i(2)*yt_i(3)*(1-cos(rotxy))-yt_i(1)*sin(rotxy)) 0; 
    (yt_i(3)*yt_i(1)*(1-cos(rotxy))-yt_i(2)*sin(rotxy)) (yt_i(3)*yt_i(2)*(1-cos(rotxy))+yt_i(1)*sin(rotxy)) (cos(rotxy)+yt_i(3)*yt_i(3)*(1-cos(rotxy))) 0;
    0 0 0 1];

T2=Rotxy*T2;
drill_f=Rotxy(1:3,1:3)*drill_i;

%Check:
if ((abs(1-drill_f(3))<threshold)&&(abs(0-drill_f(1))<threshold)&&(abs(0-drill_f(2))<threshold))
%ok
else
T2=0;
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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jacobian_evaluate.m
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   Title:                  JACOBIAN_EVALUATE-Function                        
%   Author:             Stefan Bracher (http://stefan.bracher.info)    
%   Date:                 2.08.2006                                        
%   Description:    Evaluates a (2x3) Jacobian       
%   Dependencies: none
%                             
%   Syntax:             Value=jacobian_evaluate(J)
%
%   Input:              J:  A 2x3 jabobian to evaluate
%
%   Output:          Value:  An evaluaten value assigned to it according to
%                           the following scheme:
%                         
%                                                                     
%                        -5:   J is a freak, with an extreme value
%                               (->idefinite)                                                              
%                          0:  J=0
%                          1:  J is directional in x, depending on theta1
%                               or theta2, pure*      
%                         1.2: directional in x and z, non parasital** z
%                         1.5: directional in x and z, parasital** z
%                          2:  J is directional in y, depending on theta1 or
%                               theta2, pure*      
%                           2.2: directional in y and z, non parasital** z                         
%                           2.5: directional in y and z, parasital** z                    
%                          3:  J is is directional in x, depending on theta1 AND theta2, pure*  
%                       3.5: directional in x, parasital** z                          
%                                ->redundant                                                   
%                           4:  J is is directional in y, depending on theta1 AND theta2, pure*  
%                           4.5: directional in 4, parasital** z                          
%                                    ->redundant                                                                                                                      
%                           8:  J is directional in x and y, dependent***,
%                                   depending on theta1 or theta2, pure  
%                           8.5 directional in x and y, parasital** z                                                                                        
%                           9:  J is directional in x and y, dependent***,
%                                depending on theta1 AND theta2 
%                           9.5 directional in x and y, dependent*** parasital** z
%                           10:  J is directional in x and y, independent***, pure*           
%                         10.5 directional in x and y, independent*** parasital** z
 %                                                                     
%   *   pure:      only this direction can be moved                   
%                                                                     
%   **  parasital: the movement cannot be done without moving z       
%       non parasital: movement along z is possible but does not happen
%                       when moving along the direction               
%                                                                     
%   *** independent: each direction can be manipulated seperately     
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function Value=jacobian_evaluate(J)

freakvalue=100;     % The value of a matrix member exeeding which J is called a freak
Value=0;                    % Initial setting
zerovalue=1e-10;  % The value at which the influence of a actuator is regarded as not
                                    % practically exploitable and thus rounded down to zero

%------------Zerocheck----------------------------------
%  Very small numbers could in the following regarded equally to high
%  numbers. To avoid errors out of this, the Jacobian is rounded.
for a=1:3
    for b=1:2
    if (abs(J(a, b))<zerovalue)
        J(a, b)=0;
        end    
    end
end
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%------------Checking for directionality in x:-----------
if ((J(2,1)==0)&&(J(2,2)==0))
   % -> no movement along y
   
   if (((J(1,1)==0)&&(abs(J(1,2))>0))||((J(1,2)==0)&&(abs(J(1,1))>0)))
    %-> theta1 or theta2 dependend, exclusive or
        
        if ((J(3,1)==0)&&(J(3,2)==0))
        %-> no movement along z   
        Value=1;
        else
        %-> movement along z    
            if (((abs(J(1,1))>0)&&(J(3, 1)==0))||((abs(J(1,2))>0)&&(J(3, 2)==0)))
            %-> non parasital z
            Value=1.2;
            else
            %-> parasital z
            Value=1.5;
            end
        end
        
    end    
  
   if ((abs(J(1,1))>0)&&(abs(J(1,2))>0))
       %-> theta1 and theta2 dependent
       if ((J(3,1)==0)&&(J(3, 2)==0))
           %-> pure
           Value=3;
       else
            %-> parasital z
            Value=3.5
        end
    end
    
    
end

%-------------------------------------------------------------------------%
%------------Checking for directionality in y------------:-----------
if ((J(1,1)==0)&&(J(1,2)==0))
   % -> no movement along x
      if (((J(2,1)==0)&&(abs(J(2,2))>0))||((J(2,2)==0)&&(abs(J(2,1))>0)))
    %-> theta1 or theta2 dependend, exclusive or
        
        if ((J(3,1)==0)&&(J(3,2)==0))
        %-> no movement along z   
        Value=2;
        else
        %-> movement along z    
            if (((abs(J(2,1))>0)&&(J(3, 1)==0))||((abs(J(2,2))>0)&&(J(3, 2)==0)))
            %-> non parasital z
            Value=2.2;
            else
            %-> parasital z
            Value=2.5
            end
        end
        
    end    
  
   if ((abs(J(2,1))>0)&&(abs(J(2,2))>0))
       %-> theta1 and theta2 dependent
       if ((J(3,1)==0)&&(J(3, 2)==0))
           %-> pure
           Value=4;
       else
            %-> parasital z
            Value=4.5
        end
        
    
      end
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  end
%-------------------------------------------------------------------------%

 
%--------Checking for bidirectionality in x and y -------------------------------
  
  if (((abs(J(1,1))>0)||(abs(J(1,2))>0))&&((abs(J(2,1))>0)||(abs(J(2,2))>0)))
      %     %-> bidirectional in 1 and 2   
     if ((J(3,1)==0)&&(J(3,2)==0))
        %-> no movement along z   
        Value=10;    % Setting default independent
        else
        Value=10.5; %  Setting default independent with parasital z
    end
    
      %----------Checking for dependency-----------------
    if (abs(J(2, 1))>0)
        if (J(1,1)/J(2, 1)*J(2, 2)==J(1,2))
        %-> bidirectional dependent
            %-----Checking theta1 or/and theta2 dependency
            if (((J(1, 1)==0)&&(J(2,1)==0))||((J(1, 2)==0)&&(J(2, 2)==0)))
                %-> theta1 or theta2
                if ((J(3,1)==0)&&(J(3,2)==0))
                %-> no movement along z   
                Value=8;    
                else
                    if (((J(3,1)==0)&&(J(1,2)==0))||((J(3,2)==0)&&(J(1,1)==0)))
                    Value=8.2; %non Parasital z
                    else
                    Value=8.5; %Parasital z
                    end
                
                end
            else
                %-> theta1 AND theta2 depending
                if ((J(3,1)==0)&&(J(3,2)==0))
                %-> no movement along z   
                Value=9;    
                else
                Value=9.5 
                end
            end
            
        end
    end
    
    if ((J(2, 1)==0)&&(J(1, 1)==0))
         %-> bidirectional dependent, OR
         Value=8;
         if ((J(3,1)==0)&&(J(3,2)==0))
                %-> no movement along z   
                Value=8;    % Setting default independent
                else
                    if (((J(3,1)==0)&&(J(1,2)==0))||((J(3,2)==0)&&(J(1,1)==0)))
                    Value=8.2; %non Parasital z
                    else
                    Value=8.5; %Parasital z
                    end  
                end
    end  
  
 end
  
 
     

%------------Testing for freakvalues: CASE -5--------------------------
for line=1:3                  
    for row=1:2
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        if abs(J(line,row))>freakvalue 
            Value=-5;       
        end
        
        if (abs(1-J(1,1))>zerovalue)
            Value=-5;
            
        end
    end
end 
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obstructioncheck.m
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   Title:          Obstructioncheck                                       
%   Author:        Stefan Bracher (http://stefan.bracher.info)     
%   Date:           07.09.2006                                      
%   Description:    Checks if there is obstruction  that limits access
%   Dependencies: none
%                               
%   Syntax:          c=obstructioncheck(c, alpha, beta, T)
%
%   Input:             c: Point on sphere
 %                          theta1:    The angle in degrees around u1 axis. Zero
%                                             for  table in horizontal orientation 
%                             theta2:    Angle in degrees around u2 axis.
%                                             Zero for table in horizontal orientation     
%                             T:             Homogene Transformation Matrix
%                                              of the previous orientation
%    
%   Output:               c: Point with changed distance do sphere-center
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function c=obstructioncheck(c, theta1, theta2, T)

c;

if (T(3, 3)<0)
c=c+sign(c)*10;
end

if ((T(1, 3)<0)&&(theta1>80))
c=c+sign(c)*10;
end

if ((T(1, 3)<0)&&(theta1<-80))
c=c+sign(c)*10;
end
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angle.m
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   Title:                       ANGLE-Function                                  
%   Author:                   Stefan Bracher (http://stefan.bracher.info)        
%   Date:                      21.06.2006                                      
%   Description:          Calculates the angle between two vectors a and b
%                                   based on the dot-product between them
%   Dependencies:    none                     
%                     
%   Syntax:                   alpha=angle(a, b)
%
%   Input:                      a:            a vector
%                                   b.            a vector
%   Output:                   alpha:    Angle between a and b
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function alpha=angle(a, b)
if ((sqrt(a(1)^2+a(2)^2+a(3)^2)*sqrt(b(1)^2+b(2)^2+b(3)^2))==0)
    a
    b
end
   alpha=acos(a*b'/(sqrt(a(1)^2+a(2)^2+a(3)^2)*sqrt(b(1)^2+b(2)^2+b(3)^2)));
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limitcheck.m
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   Title:          Limitcheck                                       
%   Author:      Stefan Bracher (http://stefan.bracher.info)     
%   Date:           07.09.2006                                      
%   Description:    Checks if there is a limit violation
%   Dependencies: none
%                               
%   Syntax:
%
%   Input:               [x, y, z]:  Coordonates of spherepoints
%                             theta1:    The angle in degrees around u1 axis. Zero
%                                             for  table in horizontal orientation 
%                             theta2:    Angle in degrees around u2 axis.
%                                             Zero for table in horizontal orientation     
%                             T:             Homogene Transformation Matrix
%                                              of the previous orientation
%                               *.min, *.max: Minimal and maximal allowed
%                                               values
%                               obstruction_range: Range of obstruction due
%                                                       to member thickness
%    
%   Output:          [x, y, z]:  Coordonates of spherepoints, removed to [0
%                                        0 0] if obstrucion occurred.
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function [x,y,z]=limitcheck(x, y, z, theta1, theta2, T, theta1min, theta1max, theta2min, theta2max, obstruction_range)
x=x;
y=y;
z=z;

if ((theta1<theta1min)||(theta1>theta1max))
x=0;
y=0;
z=0;
end

if ((theta2<theta2min)||(theta2>theta2max))
x=0;
y=0;
z=0;
end

if ((abs(theta2)>(90-obstruction_range))&&(abs(theta1)>(90-obstruction_range)))
  x=0;
y=0;
z=0;
end  
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mysphere.m
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%   Title:                  mysphere-function                                   
%   Author:             Stefan Bracher (http://stefan.bracher.info)       
%   Date:                 22.08.2006                                
%   Description:    Generates a sphere
%                         
%   Dependencies: none
%                             
%   Syntax:             [x, y, z]=mysphere(n)
%
%   Input:               n:    Number of points on sphere
%    
%   Output:             [x, y, z]:  Coordonates of spherepoints
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function [x, y, z]=mysphere(n)
threshold=1e-12;

step=2/n;
H=-1-step;
a=0;
anglestep=2*pi/n;

while (H<1)
H=H+step;    
a=a+1; 
r=sqrt(1-H*H);

b=0;
angle=-anglestep;
while (angle<(2*pi))
    b=b+1;
    angle=angle+anglestep;
    z(a, b)=H;
    x(a, b)=r*sin(angle);
    y(a, b)=r*cos(angle);
    
    if (abs(z(a, b))<threshold)
        z(a, b)=0;
    end
    
    if (abs(x(a, b))<threshold)
        x(a, b)=0;
    end
    
    if (abs(y(a, b))<threshold)
        y(a, b)=0;
    end
        
end
end
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